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Exercice 1

1. — On doit montrer que P(A°N B) = P(A°)P(B). A° et A forment une partition de €2,
donc on peut écrire

P(B)=P(A°NB)+ P(AN B).
A et B étant indépendants, P(AN B) = P(A)P(B), ce qui donne

P(B) = P(A°NB)+ P(A)P(B),
et donc
P(A°NB)=P(B)— P(A)P(B) =(1—-P(A)P(B) = P(A°)P(B).

Ainsi A° et B sont indépendants.

— On vient de montrer que pour tous événements A, B, A, B indépendants implique A¢, B
indépendants. Il suffit donc d’appliquer ce résultat en remplacant A par B et B par A€ :
puisque B et A€ sont indépendants, on en déduit que B¢ et A° sont indépendants.

2. AN B et A°N B° sont des événements disjoints. En effet, (AN B)N (A°NB°)=ANBN
AN B= (AN A°)N BN B°= () puisque AN A° = (). Par conséquent on peut écrire

P[(ANB)U(A°NB°)] = P(ANB)+ P(A°N B°) = P(A)P(B) + P(A°)P(B°),
d’aprés les résultats de la premiére question. Finalement,

PI(ANB)U(A°NB%)] = P(A)P(B)+ (1 — P(A))(1 - P(B))
= P(A)P(B)+1— P(A) — P(B) + P(A)P(B)
1+ 2P(A)P(B) — P(A) — P(B).
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e X +Y est pair si X et Y sont pairs ou si X et Y sont impairs. Donc,
P(C)=P[(ANB)U(A°Nn BY)].

Puisque X et Y sont indépendants, A et B sont indépendants, et donc d’aprés la
deuxiéme question on a
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Exercice 2 Notons A I’événement "il franchit la barre a la premiére tentative" et B I’événement
"il franchit la barre a la deuxiéme tentative". Les hypotheéses s’écrivent

P(A) =

P(B|A%) =

N — Wl N

La probabilité demandée est celle de I'événement S : "il franchit la barre a l'une des deux
tentatives", qui se décompose en "il franchit la barre a la premiére tentative" ou "il échoue a la
premiére tentative et réussit a la deuxiéme". On a donc

P(S) = P[AU(A°N B)]

= P(A)+ P(A°NB) (événements disjoints)
P(A) + P(B|A°)P(A°)
2 1 2 )
P(S) = 5—1—5(1—5):6.

Exercice 3

1. X compte le nombre de 6 obtenus lors du lancer de 10 dés. Donc X suit une loi binomiale
de paramétres n = 10 et p = %. On a

1 1\ 10—k
P(X:k):(:> (6) (g) pour 0 < £k < 10.

2. On se place dans la situation ou X = h, c’est-a-dire que h dés sont tombés sur 6. Dans
cette situation, on relance les 10 — h autres dés, et donc Y compte le nombre de 6 obtenus
lors du lancer de 10 — h dés. Par conséquent, la loi conditionnelle de Y sachant [X = h]
est la loi binomiale de paramétres 10 — h et %. On a

10 — 1\* 10-h—k
P(Y:k:|X:h):(0k h)(g) (g) pour 0 <k <10 — h.



3. Ona Z =X +Y, et le support de Z est {0,...,10}. On a, pour 0 < k < n = 10,

P(Z=k) = P(X+Y =k) =) P(X+Y =k|X =h)P(X =h)
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On reconnait l'expression de la loi binomiale de paramétres n = 10 et 1 — (1 — p)? =
1 —(5/6)* = 11/36. On retrouve ce résultat directement en remarquant que l'on peut
considérer que 'on relance tous les dés au deuxiéme coup, et pas seulement ceux qui ne
sont pas tombés sur 6. Z correspond alors au nombre de dés qui sont tombés sur 6 a I'un
des deux lancers au moins. Or cet événement ("obtenir 6 a I'un des deux lancers") a pour
probabilité 1 — (1 — 1/6)? puisqu’il s’agit du complémentaire de ’événement "n’obtenir 6
a aucun des deux lancers". Par conséquent on voit que Z doit suivre la loi binomiale de
parameétres 10 et 1 — (1 —1/6)% = 11/36.

Exercice 4

1. On doit avoir [, f(x)dz = 1, ce qui donne :
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La premiére intégrale vaut 0 car la fonction ze **! est impaire. De plus la deuxiéme
intégrale vaut $ d’aprés le calcul précédent. On a done E(X) = a.
V(X) = E[(X - EBE(X))’] =E[(X - a)’]
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3. Les variables X}, sont indépendantes et de méme loi que X ; de plus X admet une espérance
et une variance finies. Par conséquent la loi des grands nombres s’applique : la suite (X,,)
ou X, = %22:1 X}, converge en moyenne quadratique vers E(X) = a, c’est-a-dire que
lon a lim, ., E[(X, —a)? = 0.

4. D’aprés ce qui précéde, on peut choisir X,, comme estimateur de a. Ensuite on sait que
S, =1 ST H(X) — X,,)? est un estimateur de V(X)) = <. Par conséquent, on peut choisir

\ /Sl comme estimateur de \.



p = 1—el.

6. Y, correspond & une moyenne 7, = %22:1 7). si lon pose
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0 sinon.

Les variables 7 sont indépendantes et de méme loi, et elles admettent une espérance égale
a
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Par conséquent, d’aprés la loi des grands nombres appliquée aux Z, Y, = Z, converge en
moyenne vers E(Zy) = p.



